
 ۸۰سال چهارم، شمارة دوم و سوم، تابستان و پاييز     

 مقاله
 

 
 

 )روشهای پيشنهادی(محاسبه مقادير مشخصه سيستم های ديناميکی با ميرايی نامتناسب 

 کارن خانلری، دانشجوی دوره دکترای مهندسی عمران

 محسن غفوری آشتيانی، استاد و رئيس پژوهشگاه
 محمود حسينی، استاديار و مدير گروه شريانهای حياتی

 
  چکيده-۱

له حاضر چهار روش پيشنهادی جديد برای تحليل        مقادر   
مقاديـر ويـژه حـل سيسـتم های خطی ديناميکی با ميرايی             

ــب  ــيک(نامتناس ــر            ) غيرکلاس ــا از نظ ــی آنه ــه و ويژگ ارائ
 -مقايسه) روش بردار حالت (حجـم عملياتـی با روش موجود        

روش بـردار حالـت بـر اسـاس تـبديل دستگاه            . شـده اسـت   
م ارتعاش آزاد سيستم به دستگاه معادلات       معادلات مرتبه دو  

هايی با ابعاد دو برابر      مرتـبه اول، از طـريق تشـکيل ماتريس        
 حجم کاهش منظور به دارد، که  قـرار  سيسـتم  آزادی درجـات 

 .  گرفته اند قرار بررسی مورد جديد شده ساده روشهای عمليات
ــا              ــه شــده و ب   فرمولاســيون چهــار روش پيشــنهادی، ارائ

 -مقايسه موجود روش با حـل يـک مـثال نتايج به دست آمده      
از مـيان اين روشهای پيشنهادی، ارجحيت روش        . شـده انـد   

 بـه دلـيل سـادگی و بـرنامه پذيری سريع برای حل                          "بسـط "
گيری  با ميرايی غيرکلاسيک نتيجه    ديناميکی هـای  سيسـتم 

 . شده است

مشخصه،  معادله حالت، بردار نامتناسب، ميرايی: ها کليدواژه
 -سرعت انتقال ماتريس تغييرمکان، -شتاب انتقال ماتريس

 .تغييرمکان
 

  مقدمه-۲
های  سيستم ميرايی ماتريس بودن متناسب يا کلاسيک فرض 

ديناميکی   های سيستم تحليل برای ريلی توسـط  کـه  دينامـيک 
در نظـر گرفـته شـده است، عملاً در بسياری از موارد واقعی              

سـازه های پيچشی، سيستم های مبتنی بر اندرکنش         مانـند   
 ثانويه که ديناميکی های سيستم و  مايعات-خاک، سازه -سازه

 صورت ترکيب خطی از  به را ميـرايی ماتريس توان نمی آنها در
 

 

های جرم و سختی در نظــر داشت، عموميت ندارد                     ماتريس
 .]۲ و۱[

 با تعريف   ۱۹۵۸ال  بـرای حـل اين دستگاهها، فاس در س         
کـه از سـرهم بـندی بردارهای     (State Vector) بـردار حالـت  
 دستگاه آيد، توانست  می دسـت  بـه  تغيـيـرمکان  و ســـــرعت 

معـادلات مرتـبه دوم ارتعاش برحسب بردار تغييرمکان را به           
 - تبديل "بردار حالت "دسـتگاه معـادلات مرتبه اول برحسب        
 را بـه دست آورد که       نمـوده و مقاديـر و بـردارهای ويـژه آن          

.           ]۳[باشند   بـرخلاف سيسـتم هـای کلاسـيک، مخـتلط مـی           
موفـق شد    مقاديـر و بـردارهای ويـژه، فـاس         بـه کمـک ايـن     

ميرايی و شکلهای مدی سيستم     ضرايب طبيعی، های فرکانس
از آن پس اين روش تنها روش مورد قبول         . را بـه دست آورد    

مثال،  عنوان به .دش محسوب غيرکلاسيک های سيستم تحليل
روش برای تحليل لرزه ای يک نيروگاه        اوليـن بار از اين     ايـتو   

 ۱۹۷۷کلاف و مجتهدی نيز در سال . ]۱[اتمی استفاده نمود   
درکيورگيان و ۱۹۸۳ سال ، در]۵[ سينگ  ۱۹۸۰، در سال    ]۴[

 و غـيره با اين  ]۷[ گوپـتا و جـاو     ۱۹۸۶،در سـال    ]۶[ ايگوسـا 
ستم های با ميرايی نامتناسب را      روش انـواع گوناگونـی از سي      

 .تحت بار زلزله تحليل نموده اند
پژوهشـگران بسـياری سعی نموده اند تا بر پيچيدگيها و                     

دشـواريهای محاسـباتی اين روش فائق آيند که عموماً نتايج           
در ادامه مقاله روش بردار     . رضايت بخشی در بر نداشته است     

 . جديد ارائه شده اندو روشهای) به عنوان مرجع(حالت 
 
  روش بردار حالت-۳

 :از است عبارت درجه آزادی چند سيستم يک ارتعاش معادله 
)۱(                ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( )tptqKtqCtqM =++ &&& 

۲ 



 پژوهشنامة زلزله شناسی و مهندسی زلزله                                                                                                                     

  ماتريسK ماتريس ميرايی، Cجرم،   ماتريسM، )۱( رابطه در

)سختی،   )tq سيستم و    آزادی درجات تغييرمکان  بردار( )tp 
به کمک بردار حالت      . باشند تابع نيروی ديناميکی می     
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)فرض با ){ } { } tetY λψ= آيد دست می به سيستم مشخصه معادله: 
)۳(                        [ ] { } 0BA0 BAe t =+⇒=+ λψλλ 

ن کليه مقادير ويژه و      توا می) ۳(معادله مشخصه    با کمک 
 :بردارهای ويژه سيستم را محاسبه نمود
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ψψψλλ    

}، قسمت پايينی بردار ويژه،    )۴(در رابطه    }jφ  شکل مد ،j  ام
 .باشد ارتعاش سيستم می

ی با روش مقايسه دقت عددی روشهای پيشنهاد منظور به 
 پيچشی دو طبقه، که در هر طبقه        -موجود، يک سازه برشی   

دارای دو درجه آزادی انتقالی و يک درجه آزادی پيچشی             
 :انتخاب شده است) ۱(می باشد، مطابق شکل 

 
 و جرمها  سانتيمتر برحسب عاداب( پيچشی   -دو طبقه برشی   سازه ):۱(شکل  

 )کيلوگرم برحسب

های جرم،  ، ماتريس]۱[مرجع  شده در ارائه روابط اساس بر 
 :  خواهند شد سختی و ميرايی سيستم پيچشی
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تم            مقادير ويژه و بردارهای ويژه سيس        ) ۳(با حل معادله      
 ها و شکل   مقادير ويژه، فرکانس   در اينجا . آيند می به دست 

 :عبارت خواهند بود از) به عنوان مثال(مد اول 
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 .حالت است بردار روش بيانگر SVکه در آن انديس
 

  روشهای پيشنهادی -۴
 ديناميکی های سيستم تحليل برای پيشنهادی روش چهار 

 .  اند يرايی متناسب، در قسمتهای بعدی تشريح گرديدهبا م

 (Direct Approach) روش مستقيم -١-٤

مقادير و بردارهای ويژه سيستم      روش پيشنهادی اول،   در 
با فرض  . آيند به دست می   سيستم معادله مشخصه  از مستقيماً

۳ 



 ۸۰سال چهارم، شمارة دوم و سوم، تابستان و پاييز     

( ){ } { } tetq λφ=     بدون استفاده از بردار حالت        ) ۱(در معادله
 :را به دست آورد)۵(مشخصه  توان تابع می

)۵ (   [ ]{ } ( ) 0KCMf0 KCMe 22t =++=⇒=++ λλλφλλλ 

را می توان با هر     ) ۵(، معادله   λبـا حـدس مقادير اوليه برای      
 مولر  -درمورد مثال از روش سکانت    . روش عـددی حـل کرد     

(Secant-Mueller)         که   بـرای حـل معادله استفاده شده است
 :تند ازنتايج عبار
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 λمعادله ای درجه دو بر حسب       ) ۵(با توجه به اينکه معادله      
تعداد  n2 بوده و دارای    n2درجه مشخصه از  است، معادله 

اين مقادير ويژه مختلط دقيقاً معادل       . يژه می باشد  مقدار و 
با استفاده  . مقادير به دست آمده از روش بردار حالت هستند        

از اين معادله، مقادير ويژه و شکل مد اول سازه مثال                             
 :به دست می آيند
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 Dانديس  . شود که نتايج مطابقت کامل دارند      مشـاهده مـی   
مهمترين مزيت روش    .استبيانگر روش پيشنهادی مستقيم     

 به  ×nnهای   مسـتقيم ايـن اسـت کـه با بکارگيری ماتريس          
n2n2 های جای ماتريس   عمليات ماتريسی و تعداد حافظه      ×

يری مورد نياز، در مقايسه با روش بردار حالت به نحو چشمگ          
 .يابد کاهش می

  تغييرمکان - روش ماتريس ارتباط شتاب-۴-۲
                (Acceleration-Displacement Approach) 

}شود که بردار شتاب سيستم       در ايـن روش فرض می       }q&& 
}به صورت خطی تابعی از بردار تغييرمکان }qاست  : 

)۶(                                                    { } { }qTq =&& 
با .  تغييرمکان است  - ماتريس انتقال شتاب   T،  )۶(در رابطة   

 :خواهيم داشت) ۱(در معادله ) ۶(جايگزينی رابطه 

)۷      (    { } { } { } { } ( ){ } 0qKMTqC0qKqCqMT =++⇒=++ &&&&  
کـه معـادلات مرتبه دوم به يک دستگاه          شـود  مشـاهده مـی   

بــه ) ۶(بــا بازنويســی رابطــه . شــود تــبه اول تــبديل مــیمر
}:صـورت  } { }qTq 1  و بـا جايگزينـی آن در معادلات حرکت      =−&&

 :خواهيم داشت
)۸ (   { } { } { } ( ){ } { } 0qCqKTM0qKTqCqM 11 =++⇒=++ −− &&&&&&&& 

)       ۸(و مقايسـه آن بـا رابطه        ) ۷(بـا مشـتق گـيری از رابطـه          
بهای توان نتيجه گيری کرد که به منظور حصول به جوا          مـی 

}غيرصفر برای }q&و { }q&& بايد برقرار باشد) ۹( رابطه: 

)۹(                         ( ) ( ) 111 KMTCC KTM −−− +=+ 
است  Tيک معادله ماتريسی درجه دوم برحسب        ) ۹(معادله  

توان با دو    اين ريشه ها را می     . باشد و دارای دو ريشه می     
 :به دست آورد) ۱۱ و ۱۰(ختلف تکرار رابطه م
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های  در مورد مثال، ريشه    ) ۱۱(و  ) ۱۰(با حل معادلات     
 :آيند ماتريس انتقال به دست می
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} :صورت به )۶( رابطه با بازنويسی  } { } 0qTq با جايگزينی   و &&−=
{ } { } teq λφ= و { } { } t2 eq λφλ=&&      به ) ۱۲( در آن، معادله مشخصه

 :دست می آيد

)۱۲(                        [ ] { } 0TI0  TI 22 =−⇒=− λφλ 

و حل  ) ۱۲( در رابطه  Tبا قرار دادن هر يک از ريشه های 

۴ 
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 می توان نصف تعداد مقادير ويژه سيستم را         2λآن بر حسب    
هر يک از اين نصف                     ) ۱۳(در معادله     . به دست آورد    

         -تعداد مقادير ويژه و نيز شکل مد اول مثال نشان داده شده           
 تغييرمکان – بيانگر روش پيشنهادی شتابADانديس  .است
 .است

)١٣  (                 
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مشـاهده مـی شـود کـه نـتايج با روش بردار حالت مطابقت               
 .کامل دارند

  تغييرمکان- روش پيشنهادی ماتريس انتقال سرعت-۴-۳
          (Velocity-Displacement Approach) 
}شود  که بردار سرعت سيستم       می در اين روش فرض     }q& 

}به صورت خطی تابعی از بردار تغييرمکان }qاست : 
)۱۴(                         { } { } { } { } qTqq.Tq &&&& =⇒=   

. تغييرمکان است  - ماتريس انتقال سرعت   T،)۱۴(در رابطه   
 :خواهيم داشت) ۱(در معادله ) ۱۴(با جايگزينی رابطه 

)۱۵(    { } { } { } ( ){ } { } 0qKqCMT0qKqCqMT =++⇒=++ &&& 
شود که در اين روش نيز معادلات مرتبه دوم به           مشاهده می 

) ۱۴(با بازنويسی رابطه    . شود دستگاه مرتبه اول تبديل می     
}:به صورت  } { }qTq 1 ) ۱(معادله    و با جايگزينی آن در        =−&

 :خواهيم داشت
)۱۶ ({ } { } { } { } ( ){ } 0q KTCqM0qKTqCqM 11 =++⇒=++ −− &&&&&&&& 

)           ۱۶(و مقايسه آن با رابطه      ) ۱۵ (بـا مشـتق گـيری از رابطه       
کـرد که جهت حصول به جوابهای        گـيری  تـوان نتـيجه    مـی 

}غيرصفر برای }q&و{ }q&& بايد برقرار باشد) ۱۷( رابطه: 
)۱۷(             ( ) ( ) 111 KCTKM CTM −−− +=+ 

 :با  انجام يک سری عمليات ماتريسی 

             

( )( )

⇒=++

⇒=++

⇒−+++

⇒=++

×
−−

×
−−−−

−−−−−

−−

nn
112

nn
1111

11111

11

0KMCTMT

0KMTCTMTT

KKMMCTKCTMCTCT

KKCTMCTI

 

 :به دست می آيد) ۱۸(معادلة 
) ۱۸                                       (nn

2 0KCTMT ×=++ 

 T بر حسب  دوم درجه ماتريسی معادله يک) ۱۸(معادله  
توان با   اين ريشه ها را می    . باشد است و دارای دو ريشه می     

 :به دست آورد)  ۲۰(و ) ۱۹(ابطه مختلف تکرار دو ر

)۱۹(   
{ { ( )11

nn
UNKNOWN

-1

KNOWN
KTCMT0T   KCT   M −−

× +−=⇒=++

)۲۰( 
 { { ( ) KMTC T0T   KCT   M 1

nn
KNOWN

-1

UNKNOWN

−
× +−=⇒=++ 

های  در مورد مثال، ريشه    ) ۲۰(و  ) ۱۹( معادلات با حل 
 :آيند ماتريس انتقال به دست می
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99418.6699492.1372095.149363.1422278.686228.0
49617.26320375.6220232.140556.8619023.1642065.0

1020727.21007097.31023589.17995.3621084739.127973.660
89649.7392814.2611501.361644.14530096.4354288.1
98465.27658945.8081974.114292.60974113.14750775.0

1086997.11035039.61031899.200201.6551081617.31023805.1
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=
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94673.6601161.010467.072325.8801699.010643.0
1091582.22858.631007097.31073182.66253.951062047.7

1058797.320232.11023767.1107902.718368.21078457.2
03848.121059059.201558.051701.14502706.002876.0

1008052.139356.141053949.11002149.900588.1501081617.3
1049479.135054.075294.5481020874.350775.01023432.1

T
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}:  صورت  به) ۱۴(با بازنويسی رابطه        } { } 0qTq  و با     &−=
}جايگزينی } { } teq λφ= و { } { } teq λφλ=&      در آن معادله مشخصه 

 :آيد به دست می) ۲۱(

)۲۱                                  ([ ] { } 0TI0 TI =−⇒=− λφλ 

مقادير ويژه مستقيماً به    ) ۲۱(مشاهده می شود که از رابطه       
 تغييرمکان نسبت   -آيد که مزيت مهم روش سرعت      می دست

 . تغييرمکان محسوب می شود-به روش شتاب
)     ۲۱( در رابطه     Tهای با قرار دادن هر يک از ريشه          
. توان نصف تعداد مقادير ويژه سيستم را به دست آورد            می

ز هر يک از اين نصف تعداد مقادير ويژه و ني          ) ۲۲(درمعادله  
 بيانگر  VDانديس. شکل مد اول مثال نشان داده شده است        

 : تغييرمکان است–روش پيشنهادی شتاب 

)۲۲               (
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 -کامل مطابقت که نتايج با روش بردار حالت     شود می مشاهده
 .دارند

 معادلات دستگاه بسط پيشنهادی  روش-۴-۴
           )  (Expansion Approach 
در اين روش معادلات مرتبه دوم حرکت به صورت رابطه           

 :شود بسط داده می) ۲۳(

)۲۳           ({ } { } { } { } { }( ) 0qdqcb
t

aqKqCqM =+






 +
∂
∂≡++ &&&& 

های  های وابسته به ماتريس     ماتريس d,c,b,a،)۲۳(در رابطه   
M,C و K و با  ) ۲۳(با بسط طرف راست معادله      . باشند  می

 :تساوی پارامترهای مساوی خواهيم داشت
MacMac                           ) ،  الف۲۴ ( 1−=⇒= 
Cbcad                            )، ب۲۴( =+ 
KbdKbd                  )، پ۲۴( 1−=⇒= 

 :خواهيم داشت) ، ب۲۴(در رابطه  c وdيگزينیبا جا

)۲۵(                       ( ) ( )
CMbaKab

CMa.bKb.abaad
11

11

=+⇒

=+=+
−−

−−
 

1abTتعريف با حال ) ۲۵( معادله در مجهول عنوان ، به ≡−
 :خواهيم داشت

)۲۶(            CMTTK 1 =+ − 
 Tيک معادله ماتريسی درجه دوم بر حسب         ) ۲۶(معادله  

ها را           يکی از اين ريشه    . باشد است و دارای دو ريشه می       
 :به دست آورد) ۲۷(توان با رابطه تکرار  می

)۲۷                          ({ {

1

KNOWNUNKNOWN
KTCMT

−











−= 

 Tهای ماتريس ريشه از کیي مثال، مورد در) ۲۷( معادله حل با

  -پيشنهادی بسط  روش بيانگر E انديس( است آمده دست به
 ):می باشد
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09309.032954.066789.111311.048213.013306.0

02441.009422.071156.103107.010852.004415.4
1046652.21018638.27254.01081181.21077746.435392.1
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nnIaبا فرض    1Tb آنگاه =×  و با جايگزينی آنها در معادله       =−
 :خواهيم داشت) ۲۳(

) ۲۸(             { } { } { } { } 0qTq0qbqa 1 =+⇒=+ −&& 

) ۲۹(           { } { } { } { } 0qTKqM0qdqc =+⇒=+ && 

}با جايگزينی  } { } teq λφλ= و { } { } teq λφλ=&    و        ) ۲۸( در معادلات
 :آيد به دست می) ۳۱(و ) ۳۰(، معادلات مشخصه )۲۹(

)٣٠                       ( ( ){ } 0TI0TIe 11t =+⇒=+ −− λφλλ 

)٣۱      (                 ( ){ } 0TKM0TKMe t =+⇒=+ λφλλ 
، دو مجموعه از مقادير ويژه        )۳۱(و  ) ۳۰( معادلات با حل 

مزيت اين روش نسبت به دو روش       . آيند می دست سيستم به 
پيشين، علاوه بر سادگی روابط تکرار، اين است که تنها با              

توان تمام مقادير ويژه سيستم را         می Tمحاسبه يک ريشه  
هر يک از اين نصف تعداد       ) ۳۲(در معادله   . به دست آورد  

 .مقادير ويژه و نيز شکل يکی از مدها نشان داده شده است

 )۳۲                (
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شود که باز نتايج با روش بردار حالت مطابقت            مشاهده می 
 .کامل دارند

 به اينکه عمليات محاسباتی در روش بسط             با توجه 
نسبت به دو روش اخير و نيز روش بردار حالت کمتر است،             

)         ۲(روند محاسباتی اين روش به کمک فلوچارت شکل               
 :گردد ارائه می

 
 فلوچارت روش بسط): ۲(شکل 

 
 مقايسه حجم محاسباتی روشهای پيشنهادی با روش          -۵

 موجود
دقـت نـتايج حاصـل از روشهای پيشنهادی در قسمتهای            

در اين قسمت مزايای محاسباتی اين      . قـبل نشـان داده شـد      

۶ 
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به همين  . روشـها بـا روش بـردار حالـت بررسـی شـده است             
 -مـنظور تعـداد عملـيات ماتريسی هر يک از روشها محاسبه           

 -ها در روشهای به کار     ماتريس جبری ملـيات ع.  شـده اسـت   
 : توان به چهار گروه طبقه بندی نمود رفته را می

 ضـرب يـک ماتـريس و يـا عدد ثابت در يک ماتريس          -۱ 
 باشد؛   عمل ضرب می2nديگر شامل

گيری از يک ماتريس که به صورت تحليلی          دترمينان -۲ 
 باشد؛  عمل ضرب میn!شامل

 معکـوس کـردن يـک ماتـريس که به صورت تحليلی             -۳ 
)شامل  ) 2n!1n   عمل ضرب می باشد؛++

 بار تکرار   p محاسـبه مقادير ويژه يک ماتريس، که با          -۴ 
)شامل  )2n!n.p  .باشد  عمل ضرب می+

توان حجم محاسبات    یبـا اين تعداد عمل ضرب عددی م        
 .مقايسه نمود) ۱(روشها را مطابق جدول 

توان حجم عمليات در مورد مثال  حل         به عنوان مثال می    
شده در اين مقاله را به ازای مقادير مختلف تکرار در جدول             

 درجه آزادی                   ۶سازه مثال دارای       (مشاهده نمود     ) ۲(
 ).می باشد

ت ضــرب عــددی روشــهای بــرای مقايســه تعــداد عملــيا 
ــکل    ــود، ش ــا روش موج ــنهادی ب ــده ) ۳(پيش ــيم ش           -ترس

گـردد کـه بـرای سـازه های با بيش از                         مشـاهده مـی   . اسـت 
ــم    ــن  حج ــتقيم دارای کمتري ــه آزادی روش مس ــه درج س

 درجه آزادی، نسبت  تعداد عمليات       ۱۰برای  . عملياتـی است  
گر، روشهای پيشنهادی   به عبارت دي  . می باشد  ۱۰۱۰از مرتـبه  

قـادرند در تحليل مقادير ويژه صرفه جويی زمانی مطلوبی را           
، تعداد ۳در شکل (بـدون کـاهش دقـت در بـر داشته باشند          

 ). در نظر گرفته شده است۱۰تکرار 

 
 مقايسه حجم محاسبات روشهای پيشنهادی): ۱(جدول 

   تعداد عمليات جبری ماتريس ها 

 روش مرتبه ضرب گيری دترمينان معکوس کردن مقادير ويژه رب عددیمجموع تعداد عمليات ض

( )[ ]2n4!n2.P + 1 - - - n2 بردار حالت 

( )2n2!n.P + - - p p2 n مستقيم 

( )[ ] ( ) 22 n!1nn14!n2!1n4.P ++++++ 2 1p4 + - p8 n تغييرمکان-شتاب  

( )[ ] ( ) 22 n!1nn8!n2!1n2.P ++++++ 2 1p2 + - p4 n تغييرمکان-سرعت  

( )[ ] ( ) 22 n3!1nn5!n2!1n.P ++++++ 2 1p + - 2p2 +
 

n بسط معادلات 

 
 حجم عمليات ضرب در مثال حل شده): ۲(جدول 

 روش تعداد تکرارها

20p = 10p = 5p =  

9E58003.9 + 9E79002.4 + 9E39501.2  بردار حالت +

4E584.1 + 3E92.7 + 3E96.3  مستقيم +

5E47156.4 + 5E26116.2 + 5E15596.1   تغييرمکان-شتاب +

5E41236.2 + 5E23156.1 + 4E4116.6   تغييرمکان-سرعت +

5E38348.1 + 4E1748.7 + 4E8448.3  بسط معادلات +

۷ 



 ۸۰سال چهارم، شمارة دوم و سوم، تابستان و پاييز     

 
 نمودار مقايسه حجم عمليات ضرب): ۳(شکل 
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