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ie ÆE ±ÍiB¨M Ë Ï¿jU O·iBr¿ KÍjy ÂÌÈ°¿ ÉI �´Î³e ÏÇBÚÃie ÆE ±ÍiB¨M Ë Ï¿jU O·iBr¿ KÍjy ÂÌÈ°¿ ÉI �´Î³e ÏÇBÚÃ
BÇBÇÊkBm ÐAÊkBm ÐAÊkj» ½Î¼�Êkj» ½Î¼�

ÊBÚrÇË#Ò ÊkBm ÏmfÄÈ¿ ÕÊf¸rÇË#Ò ÏÀ¼§ PùBÎÇ Ìz§ Ë iBÍeBNmA ,�ÎnY eÌÀ�
ÐjIAjM Ë ÊAi PiAkË tkÌ¿E Ë PB´Î´� l·j¿ pBÄqiB· ,ÆB´ÍAË ÏIÌ´¨Í kjJÍj¯

ÊfÎ¸C -ÊfÎ¸C -11

©UAj_¿ ie Ï¿j_U O·iB_r¿ K_Íjy B_Ç ÊkB__m Ï¸Î¿BÄÍe ½Î¼� ie
±ÍiB¨M ÅÍA kA¹Í jÇ É·B�EkA .fqBIÏ¿ÏMËB°N¿±ÍiB¨M ÐAiAe ±¼N�
fÃ�_GÏ_¿ j_I ie AixB_a�_»BY ,B_ÈÃEÏ__¼· ÂÌÈ°¿ ÆeÌIº�r¿Á«iÏ¼§
K__ÍAjy ªÌ___À� ÆeÌ_I ¹_Í B_I j_IAjI Ï_mBmA ¢j_q j_ÚÍe PÜB_Y ie
É__·ÏÃAjÚrÇË#Ò ÐAjI ,Ëi ÅÍA kA ;fÄÍB�Ï� ÊeiËEjI Ai Ï¿jU O·iBr¿
.f_ÃiËEÏ_¿ eÌ_UË É_I Ï__MB¿BÈIA fÃiAe iB·Ëjm BÇ ÊkBm ÐA Êkj» ½Î¼� BI
Ë ±_ÍiB¨MÅ_ÍA É__nÍB´¿ Ë ÏmijI ÅÀy ÊeBm ¾BR¿ fÄC ÉÖAiA BI É»B´¿ ÅÍA

.fÍB�Ï¿ ÉÖAiA Ai É»eB¨¿ ÅÍ�¨¿BU ,jÚÍf¸Í BI É�ÌIj¿ ¡IAËi

É¿f´¿ -É¿f´¿ -22

 (Mass ParticipationÏ¿j__UO·iB__r¿K__ÍjyÏ__¿ÌÀ§ÂÌ__È°¿
ÊkB__m ÂjU kA Ðfuie ,Ðf¿ tËi ÉI BÇ ÊkBm ÐA Êkj» ½Î¼� ie Factor)

©IBÄ_¿ ie K_ÍAjy Å_ÍA .eiAe O_»Bae ÊkB__m ÏqB¨MiA f¿ jÇ ie É· OmA
 [5] Ë [4] Mej,[3]  Ë [2] γ j ,[1] Lj ÆÌ__ÛÀÇÏÍBÇ�___¬N¿ B_I ±_¼N�
ÐAj_I Ï_ÃÌGBÃÌG ±_ÍiB¨M Ë f_ÃA ÊfÍej_G �j¨¿ ½ÎJ³ ÅÍA kA Ë  [6] α i Ë
K_Íjy" `Ý_ñuA B_I `Ý_ñuA Å_ÍA ÉÃB°_mùBN¿ .O_mA -Êf__q ÉÖAiA BÈÃE
Ë ÊfÍej_G ¢Ì_¼� ÐeËf_Y B_M ÂÌ_È°¿ Ï_¸ÍelÃ O_¼§ ÉI "Ðf¿ O·jq
É_Uie f__ÄC ÐBÇ ÊkBm ÐA Êkj» ½Î¼� ¡IAËi kA iB· ÊkBM ÆBGfÄÄ· ÊeB°NmA
K_ÍAjy ©_�ÐAj__I ÆÌGBÃÌG ©UAj¿ ,ÊËÝ¨I .fÍB�Ï¿ ÂBÈIA iBCe Ai eAkE
kA ÆBGfÄÄ· ÊeB°NmA ÉÛÃBÄC Ë fÃA ÊeÌ� ÉÖAiAÏMËB°N¿ jÍeB´¿ lÎÃ iÌ·h¿
fÄ_qBI ÉN__qAfÃ ±ÍiB¨M kA ¹Í jÇ xBa ¡ÍAjq ÉI �B· O³e ¡IAËi ÅÍA

.fÃejGÏ¿ ÂBÈIA iBCe ¦B� ÅÍA kA BÇ ÊkBm ÐA Êkj»½Î¼� ie
ÕÉ_nÍB´¿ Ë ÊeB_m ¾BR_¿ f_ÄC É_ÖAiA B__I É· eÌqÏ¿ Ï¨m É»B´¿ ÅÍA ie
Æ_ÍA ©¯i ÉI ©¿A__U É»eB¨¿ ¹Í ÉÖAiA Ë ÆÌGBÃÌG ±ÍiB¨M kA ½uBY WÍBNÃ

Á_Ç B__I Ai Êfq ÉÖAiA ÆÌGBÃÌG ±ÍiB¨M ÆAÌNI É¸ÄÍA ÐAjI .eejG ¹À· ÂBÈIA
iBvNaA ÉI eAkE ÉUie fÄC ÐBÇ ÊkBm Ðf¿ cmBÒ OmA ÂkÜ eÌ� ÉnÍB´¿

.eÌq ÊeAe \ÎyÌM
ÆE ½_Y É_· ÂA j f_¿ ie ¾eB_¨M É_ñIAi eAkE É_Uie f__ÄC ÊkBm ¹Í ie
~i__¯ B__I f__ÇeÏ___¿ O_me É_I Ai ( )y tj �_¨Í ÊkB_m ÂA j f_¿ c_mBÒ

:fqBI Ï¿ ÆBÎI ½IB³ (1) ÕÉñIAi PiÌu ÉI ÏÍA�¿ ÆeÌI ¹ÎmÝ·
( ) ( ) ( ) { } [ ] [ ] ( ){ }M y C y K y t mj j j j j j j

T
&& & t  t  r  E t+ + = ϕ (1)

�b__m Ë ÏÍA�___¿ ,Âj_U K_ÎMjM É_I K j ËCj , M j ,(1) ÕÉ_ñIAi ie
,ÊkBm Âi_U oÍjMB¿ [m] ,ÂA j f¿ ie BÄJ¿ ÏqB¨MiA iAejI { }ϕ j ,Ðf¿
�_¿k LBN__q iAejI ( ){ }E t Ë [7] É»l»k �QùBM KÍAi__y Ï¼· oÍjMB¿ [r]

:eejGÏ¿ ÆBÎI (2) ÕÉñIAi BI É· OmA É»l»k ªÌ³Ë ¾Ì� ie
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:eÌq ±Íj¨M (3) ÕÉñIAi µJ� ÂA j f¿ ie Ðf¿ �QùBM iAejI jGA
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t
= ϕ   r (3)
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K_Íjy ÆAÌ_M Ï_¿ Ai Ljk �_¨Í L j ÉÃBÚ_rq ÐB_Ç É__°»ÕÌ¿ kA ¹Í jÇ
eAkE É_Uie n ÕÊkB_m tB_¨MiA ÂA j f_¿ ie �__¿k O·jY ÂA k É°»ÕÌ¿ �QùBM
:fÍEÏ¿Ome ÉI (4) ÕÉñIAi µJ� Ðf¿ ÏÍBU ÉI BU ,pBmA ÅÍA jI .OnÃAe
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-j__¤Ã ie ( )&&x tg �¨Í ,�¿k LBNq Ï´¯A ÕÉ°»ÕÌ¿ ¹Í BÈÄM ©UAj¿K¼«A ie
B_I É_· eiAe É_°»ÕÌ_¿ ¹_Í B_ÈÄM L j iAej_I É_VÎNÃ ie Ë eÌ_qÏ__¿ ÉN¯jG
ÏÃÌN_m iAej_I É_I [r] oÍj__MB¿ PiÌu ÅÍA ie .eÌqÏ¿ ÊeAe sÍB� Lj

É_°»ÕÌ_¿ ÂB_� Ï_qjI �__M ¾f¿ ÐBÈÃBÀNaBm ÐAjI É· eejGÏ¿ ½ÍfJM {r}

.fÄÇeÏ¿ ÆBrÃ {1} BI Ai ÆE õÜÌÀ¨¿ Ë fqBIÏ¿ 1 ÆE ÐBÇ

ÆÌGBÃÌG ©UAj¿ ie Ï¿jU O·iBr¿ KÍjy ±Íj¨M -ÆÌGBÃÌG ©UAj¿ ie Ï¿jU O·iBr¿ KÍjy ±Íj¨M -33

eB_� É_· ,Ï¿j_U O·iBr¿ KÍAjy ÐAjI [1] ©Uj¿ ÐeBÈÄrÎÒ ÉñIAi
:OmA (5) ÕÉñIAi PiÌu ÉI ,ÊejIiB· ÉI iÌ¤Ä¿ ÅÍA ÐAjI Ai Lj
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ÕÉ_ñIAi PiÌ_u É_I (5) ÕÉñIAi ÕÊfq ÊeBm ½¸q [4] Ë [3] ,[2] ©UAj¿ ie
Å_ÍA .O_mA Êf_q É_ÖAiA j_ÚÍe ÐB_ÇeB� B_Í γ j eB__� kA ÊeB°NmA BI Ë (6)

:fÃA ÊeÌÀÄÃ ÆBÎI ÏJ¼ñ¿ `ÌyÌI BÇγ j ªÌÀ� eiÌ¿ ie ©UAj¿
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"Ðf_¿ j_QÕÌ_¿ Âj_U" ÆAÌÄ§ BI ÐjÚÍe ÂÌÈ°¿ ÐAjI Ai γ j eB� ,[2] ©Uj¿
:eejGÏ¿ ÉJmB� (7) ÕÉñIAi µJ� É· OmA ÊejI iB· ÉI lÎÃ
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:BI OmA jIAjI MT OéÎÀ·
{ } [ ] { }M mT

T= 1  1 (8)
:OmA ÊeÌ� ÉÖAiA �aA ÂÌÈ°¿ ÐAjI Ai (9) ÕÉñIAi ,[5] ©Uj¿
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n
 =ÊkBm ½· ÂjU (9)

:fqBI Ï¿ (10) ÕÉñIAi PiÌu ÉI [6] ©Uj¿ ie Êfq ÉÖAiA KÍjy
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.fqBI Ï¿ ÂjU ÉIOJnÃ Ðf¿¾B¸qA ÕÊfq ¾B¿jÃ ,{ }ϕ N  ,(10) ÕÉñIAi ie
½¸_q ,iÌ_·h¿ ¡_IAËi Ï__¿ÌÈ°¿ Ï¸ÍelÃ Á«i Ï¼§ É· eejGÏ¿ É¤YÝ¿
É_ÛÃE É_· O_qAe É_UÌM f__ÍBI ÉNJ»A .fqBIÏ¿ PËB°N¿ ÁÇ BI BÈÃE ÐjÇB£
ÆB_n¸Í Ðf_¿ O·j_q K_Íjy BI Êfq ±Íj¨M "Ðf¿ jQÕÌ¿ ÂjU" ÆAÌÄ§ ÉI

.OmA ÐiËjy ÂÌÈ°¿ Ëe ÅÍA �I lÍB� Ë OnÎÃ

O___³e B___I ©UAj____¿ jÍB__m É__I OJ__nÃ [8] ©Uj__¿ eiÌ__¿ Å__ÍA ie
O·j__q K_ÍAjy" ÂÌ_È°¿ Ë ÊeAe iAj_³ É_UÌM eiÌ_¿ Ai ªÌ_yÌ¿ Ð�_rÎI
ÏJ_mBÄ¿ ±Íj¨M çBmBmA Ai (10) Ë (6) ,(5) ¡IAËi ie Êfq ÉÖAiA "Ðf¿
K__ÍAjy" ÆAÌ__Ä§ O__� Ðj__ÚÍe K___ÍAjy kA ÆE ÐB_U É_I Ë f_ÃAe Ï_�
.f__ÍB�Ï_¿ ÊeB°N_mA (Mode Contribution Factors)"Ðf_¿ O_»Bae
½___ÎJ³ kA ÆÌ_GBÃÌG ÐA Êkj_» ÐBÈb_mBÒ ªAÌ_ÃA ÐAj_I K_ÍAjy Å_ÍA ±Íj_¨M
Ë fqBI Ï¿ ÊfÎÛÎÒ çBNJnÃ Ë PËB°N¿ Ê�« Ë jÚÄ» ,tjI ,ÆB¸¿�Î¬M
iÌ_·h¿ ©Uj_¿ É_I B_ÈÃE B_I �rÎI ÏÍBÄqE OÈU fÄÃAÌM Ï¿ ÆAfÄ¿ É³Ý§

.fÄÍB� É¨UAj¿
f_YAË j_IAjI ½¸_r¿ Ï_¸Í eÌqÏ¿ ÉNaAejÒ ÆE ÉI É»B´¿ ÅÍA ie ÉÛÃE
,(5) ¡_IAËi ie Êf__q ÉÖAiA ¾B¸qA ÉI Ðf¿ O·jq KÍAjy ªÌÀ� ÆeÌJÃ
ÐAj___I (9) Ë (7) ¡_IAËi O_éÎ¼· Âf_§ Ðj_ÚÍe Ë f_qBI Ï_¿ (10) Ë (6)
tB_¨MiA ie lÎ_Ã Ï_ÃAiËe ÐBÈ¿jU ,�B´NÃA ÐBÈ¿jU jI ÊËÝ§ É· ÏMÜBY
É_· eÌ_qÏ_¿Ï¨__m Ðef§ ¾BR¿fÄC ÉÖAiA BI É¿AeA ie .fqBI `jñ¿ ÊkBm
É_ñIAi o[_m Ë fÃÌ_q ÊeAe ÆB_rÃ kiB__I PiÌu ÉI iÌ·h¿ PÝ¸r¿ AfNIA

.eejGÏ¿ ÉÖAiA ©¿BU Ë Ï¼·

 KmBÄ¿ ¾Ì¿j¯ ÉÖAiA Ë Ðef§ ÐBÇ ÉnÍB´¿ -KmBÄ¿ ¾Ì¿j¯ ÉÖAiA Ë Ðef§ ÐBÇ ÉnÍB´¿ -44

ÐB�Ì¿j_¯ Ë ¡_IAËi É__nÍB´¿ ÉI ÊeBm ¾BR¿ fÄC ÉÖAiA BI sbI ÅÍA ie
-ÉNaAejÒ ±¼N�©UAj¿ ieÏ¿jU O·iBr¿ KÍAjy ©� ÐAjI Êfq ÉÖAiA

.O¯BÍ Ome ÉñIAi ÅÍ�¨¿BU ÉI ÆAÌNI BM eÌqÏ¿

¾ËA ¾BR¿ -¾ËA ¾BR¿ -11--44

�¿k ÏÃAiËe O·jY jÍ__QùBM O� (1) ½¸q ie Êfq ÊeAe ÆBrÃ ÊkBm

m=5000 kg               h=3m               l=2m             EI=2x106N.m2

�¿k ÏÃAiËe O·jY jQA O� ÉÃËiAË ÏÚÃËE ÊkBm :(�¿k ÏÃAiËe O·jY jQA O� ÉÃËiAË ÏÚÃËE ÊkBm :(11) ½¸q) ½¸q

iAej_I Ë Âj_U Ë �b_m ÐB_Ç oÍj_MB¿ ÊkB_m Å__ÍA ÐAjI .OmA ÉN¯jG iAj³
:kA fÄMiBJ§ KÎMjM ÉI É»l»k �QùBM KÍAjy
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:kA fÄMiBJ§ j¤ÃeiÌ¿ ÕÊkBm ÐAjI Ðf¿ �QùBM KÍAjy
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¡_IAËi B_ÈÃE pB__mA É· Ðf¿ �QùBM KÍAjy ªÌÀ� É· eejGÏ¿ É¤YÝ¿
kA s_ÎI ,ÆE j_I ÊËÝ__§ .OnÎÃ ¹Í BI jIAjI fqBI Ï¿ (10) BÍ (6) Ë (5)

Ðf_¿ O·jq KÍjy ÂÌÈ°¿ BI çBmBmA eÌa ÏÍBÈÄM ÉI γ j iAf´¿ ÆeÌI ¹Í
É_¸ÄÍA �__¨Í O·jq KÍjy iAf´¿ ÆeÌI ¹Í kA sÎI É·AjC ;eiAe |³BÄM
fÍB_q .f_qBI ÉN_qAe ÁÈ_m ÊkBm cmBÒ ie fuiefu kA sÎI É�ÌIj¿ f¿
ªÌÃ kA É»l»k¹Íj� ¾BR¿ ÅÍA ie É· OmA ÅÍA |³BÄM O¼§ É· fmi j¤Ã ÉI
Ï___´¯A O·j_Y ÕÉ_°»ÕÌ_¿ É_�ÌIj¿ ÐB�Ì¿j_¯ ie É_¸ÃE ¾B_Y O_mA Ï_ÃAiËe
É_· f_q f_ÇAÌa ÊeAe ÆB_rÃ Ðf_¨I ÐB�BR¿ BI �Ë ,OmA ÊeÌI j¤ÃeiÌ¿
f_ÃAÌM Ï_¿ |³BÄ_M Å_ÍA lÎ_Ã Ï_´¯A Ï__ÍBU ÉI BU ¹Íj� O»BY ÐAjI �Y

.fqBI ÉNqAe eÌUË
eÌ_q ÊeB°N_mA ÊkB_m Å_ÍA ÐAj__I (9) ÕÉñIAi kA É· fqBI j¤Ã ie ÉÛÃBÄC
ÊkB_m ½· ÂjU ÆAÌÄ§ ÉI Mej

j =
∑

1

iAf´¿ ÉJmB� É· eejGÏ¿ É¤YÝ¿
K_ÎMjM É_I É_· M22 Ë M11 j_ÍeB´¿ ÆeÌ_JÃ f_YAË Á__Ç O¼§ ÉI çBmBmA
Ë f__qBI Ï� jÍhÒ ÆB¸¿A çB´ñÄ¿ fÄqBI Ï¿ kg m. 2 Ë kgÐBÇfYAË ÐAiAe
�__mie ÕÉ__VÎNÃ É__I pB___mA Å_ÍA j_I , Mej ÉJ_mB� É_· O_mA \_yAË
ÐB_Ç É_ÍAie ÐB_ÇfYAË ie Ï_ÃAÌbÀÇBÃ Å_ÍA O_¼§ É_I .f_q fÇAÌ� jVÄ¿
BÈ°´_mÏ__ÃAiËe ÂjU fÍBI ,ÏrÛÎÒ ÐBÈÃBÀNaBm eiÌ¿ ie É· ÂjU oÍjMB¿
ÐBÇ É°»ÕÌ¿ jQA ÕÉ¨»Bñ¿ Ë eiAe ¶Afv¿ ,eÌq ÉN¯jG j¤Ã ie ÁÖB³ iÌ� ¾ÌY
ÕÉñIAi ÆÌÛÀÇ ÏñIAËi ,[7] fqBI Ï¿ ÁÈ¿ BÈÃE ÐAjI �¿k O·jYÏrÛÎÒ

.eËi iB· ÉI fÃAÌM Ï� (9)
É__I ÆE ie É_· (8) ÕÉ_ñIAi É_I É_UÌM ,Êf_q `j_ñ¿ |³BÄ_M ©_¯i ÐAj_I
f_ÃA Êf_q K_Î·jM Á_Ç B_I ÊkBm ÂjU Ë É»l»k �QùBM KÍAjy jQA xBa Ï¼¸q
kg m. 2 f_YAË MT O_ÎÀ·ÐAj_I É_ñIAi Å_ÍA ie ©_³AË ie .f_qBI Ï_¿ fÎ°¿

B_Ç Lj É_·AjC O_mA ÆB_n¸Í L

M
j

j

2

j_ÍeB´¿ f__YAË BI É· eÌqÏ¿½uBY

¾Ì_� fYAË ÐAiAe BÇϕ ij É¸ÄÍA ~j¯ BI lÎÃ BÇ M j Ë kg m. 2 fYAË ÐAiAe
Å_ÍA É_UÌM K_»BU É__N¸Ã .eÌI fÄÇAÌa kg m. 2 fYAË ÐAiAe õAef� fÄqBI
Ï_ÃAiËe ªÌ_Ã kA B_Ç{ }ϕ j ÐB_Ç É_°»ÕÌ__¿ kA ÏajI É· ÐeiAÌ¿ ie É· OmA
eÌ_q Ï_¿ S_§BI É_· O_mA Ï_ÃAiËe ÂjU ªÌÃ kA BÈÃE j£BÄN¿ ÂjU fÄqBI
ÐAiAe Lj ÆB_ÀÇ BÍ{ } [ ]{ }ϕ ϕj

T
jM ÕÊfÄÇe ½Î¸rM PÝ� ÂB� fYAË

¡__IAËi Ë (6) É_ñIAi ie É_· O_mA \_yAË .fÄ_qBI kg m. 2 ÆB_n¸Í f_YAË
Å_ÍA Ë fÄN_nÎÃ ÆB_n¸Í ÐB_ÇfYAË ÐAiAe j__n· Xj�Ë PiÌu ÆE ÉIBr¿
É_I (8) ÕÉ_ñIAi ie É_¸ÃE ¾B_Y .f__qBI Ï¿ ¡IAËi ÅÍA ie ÏMAg |³BÄM ¹Í
O__ÎÀ· f_YAË {1} ÐBÇiAej_I ie ÏÃB¸¿�_Î¬M ÐB_Ç É_°»ÕÌ_¿ eÌ_UË O_¼§
ÐB___Ç É_ÍAie eÌ_UË ©_³AÌ¿ ie �_Y Ë f_qBI Ï_¿ kg m. 2 ÊiAÌ_ÀÇ MT

o__ÄU kA BÈÃE j£BÄN¿ rij ÐBÇ É°»ÕÌ¿ ÆÌC ÊkBm ÂjU oÍjMB¿ ie ÏÃAiËe
MT ÕÊf__ÄÇe ½Î¸_rM PÝ_� ie�B¸_qA fÄ_qBI Ï_¿ (f_¨åI ÆËf_I) ÆAiËe
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Ai [2] ©Uj¿ie Êfq ÉÖAiA MT ÂÌÈ°¿ ÆAÌM Ï¿KÎMjM ÅÍfI .fÍE Ï�eÌUË ÉI
:eAe ÁÎÀ¨M (11) ÕÉñIAi PiÌuÉI ,ÊfÍejGÆBÎI (8) ÕÉñIAiPiÌu ÉI É·

{ } [ ] { }M r m rT
T=  (11)

:OqÌÃ ÆAÌM Ï¿ 1 ¾BR¿ ÕÊkBm ÐAjI PiÌu ÅÍA ie

{ } [ ] { }M r mT
T= =


















= r    1
5000 0

0 1667

3

1
 kg.m23 46667 000.

:OqÌÃ �ÄC ÆAÌM Ï¿ lÎÃ (7) ÕÉñIAi pBmA jI

γ
j

j

j j
j

T

L M

M
=

=∑
∑

= = + =
1

2
2

1

2

46221406 446 610
46667 000

1000

/
. .

.
.

.eÌqÏ¿ ©°Mj¿ |³BÄM , MT ±Íj¨M ÅÍA BI É· eejGÏ¿ É¤YÝ¿

ÂËe ¾BR¿ -ÂËe ¾BR¿ -22--44

�¿k ÏÃAiËe O·jY jÍ___QùBM O� (2) ½¸q ie Êfq ÊeAe ÆBrÃ ÊkBm
:OmA Êfq ©³AË

m=5000 kg               h=4m               l=5m             EI=2x106N.m2

�¿k ÏÃAiËe O·jY jQA O� ÆiB´N¿ �« ÉÃËiAË ÏÚÃËE ÊkBm :(�¿k ÏÃAiËe O·jY jQA O� ÆiB´N¿ �« ÉÃËiAË ÏÚÃËE ÊkBm :(22) ½¸q) ½¸q

:OqÌÃ ÆAÌM Ï¿ ÊkBm ÅÍA eiÌ¿ ie (1) ¾BR¿ BI ÉIBr¿

[ ]k

EI

l h

EI

lh
EI

lh

EI

h

=



















= ×










16 12

12 12
10

320 300

300 375

2 2

2 3

3  N / m

[ ]m
m

m
=









 =











4 3 0

0
10

6 67 0

0 5
3/ .

 kg

[ ] [ ] { }⇒ =
−







 =

−







ϕ T m r
6 67 4 58

6 67 7 35

2 5

4

. .

. .
,

.
    

[ ] [ ] [ ]ϕ ϕT m   kg.m2=
−

−








 ×

10 85 0 063

0 063 17 427
103. .

. .

L kg m

L

M

1
3 2

1
1

1

3

3

6 67 4 58
2 5

4
34 995 10

34 995 10

10 85 10
3 225

=< − >
−








= − × ⇒

= = − ×
×

= −

. .
.

. .

.

.
.

  

γ

            

L kg m

L

M

2
3 2

2

2

3

3

6 67 12725 10

12725 10

17 475 10
0728

2

=<








= × ⇒

= = − ×
×

=

. . .

.

.
.

 7.35 >
-2.5

4

γ

γ γ γj
j =
∑ = + = − + ≈ ≠

1

2

1 2 3 225 0728 2 5 1. . .

:OqÌÃ ÆAÌM Ï¿ (11) ÉñIAi pBmA jI É¸ÃE ¾BY

 
{ } [ ]{ } { }M r m rT

T= = −








 ×

−







=

2 5 10
2 5

4

121687 500

3.
.

.

     4  
6.67 0

0 5

 kg.m2

        

 :çBNÍBÈÃ Ë

γ j
j

j j
j

T

L M

M=

=∑
∑

= = + =
1

2
2

1

2

112870 97 9266 130

121687 5
1000

/
. .

.
.          

ÂÌm ¾BR¿ -ÂÌm ¾BR¿ -33--44

�_¿k Ï_´¯A O·j_Y j_Í__QùB_M O� (3) ½¸q ie Êfq ÊeAe ÆBrÃ ÊkBm
:OmA ÉN¯jG iAj³

h1=3m                               h2=6m                           m=427188-336 kg

   E = 2.1 10  kgf / cm6 2× I cmc = 1728 4

�¿k Ï´¯A O·jY jQA O� É´J� Ëe \ñn¿ LB³ :(�¿k Ï´¯A O·jY jQA O� É´J� Ëe \ñn¿ LB³ :(33) ½¸q) ½¸q

:kA OmA PiBJ§ PB´J� �bm

K = × × × × × =2 12 2 1 10 1728

300
981 3164313 6

6

3
.

.  N / m

:OmA �ÄC PBJmB� ÉVÎNÃ ,ÉIBr¿ ÐfÃËi BI

[ ]k N m=
−

−










6328627 2 3164313 6

3164313 6 3164313 6

. .

. .
/

[ ]m =










427182 336 0

0 427182 336

.

.
 kg

[ ] [ ]k m− = ⇒
=
=





⇒
=
=





λ
λ
λ

ω
ω

 
 rad

 rad2
0

2 82937

19 39284

168208

4 40373
1

2

1.

.

.

.

[ ] { }ϕ =
−









 =









1 2

1618 1236

1

1. .
,         r
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[ ] [ ][ ] [ ]⇒ =
−









 −









 =ϕ ϕT m m

1 1618

2 1236

1 2

1618 1236

.

. . .
 

427182 336 691181020

854364672 527997 367

1 2

1618 1236

1545513 226 64 932

64 932 2361334 090
2

. .

. . . .

. .

. .
.

−








 −









 =











 

kg m

⇒
=<









=

=<








=











L

L

1

2

427182 336 1118363 356

854364672 326367 305

. .

. .

   691181.020 >
1

1
  kg

   - 527997.367 >
1

1
  kg

⇒
= = =

= = =










γ

γ

1
1

1

2
2

2

1118363 356

1545513 226
0724

326367 305

2361334090
0 138

L

M
L

M

.

.
.

.

.
.

γ γ γj
j =
∑ = + = + = ≠

1

2

1 2 0724 0 138 0 862 1. . .

:OqÌÃ ÆAÌM Ï¿ (11) ÕÉñIAi pBmA jI ¾BY

{ } [ ]{ } { }[ ]M r m r mT
T= =









= +

=

1
1

1
427182 336 427182 336

854364 672

     1

 kg

. .

.

:OÍBÈÃ ie

γ j
j

j j
j

T

L M

M=

=∑
∑

= = + =
1

2
2

1

2

809269 405 45108 237

854364 672
1000

/
. .

.
.        

[ ]ϕ N oÍj_MB¿ ,eÌ_q ¾B¿j_Ã Âj_U É_I ÊkB_m Å__ÍA ÐAjI [ ]ϕ oÍjMB¿ jGA
:f¿E fÇAÌaOmeÉI

[ ]ϕ N =
−











0 0008 0 0013

0 0013 0 008

. .

. .
 

:É· ÐiÌ� ÉI

[ ] [ ] [ ] [ ]ϕ ϕN
T

NM I =

:OqÌÃ ÆAÌM Ï¿ e�G iAj³ ÊeB°NmA eiÌ¿(10) ÕÉñIAi jGA

[ ] [ ] { }ϕ N
T

m
L

L
 r =









=








897 083

213 591
1

2

.

.

⇒
= = =

= = =










α

α

1
1

1

2
2

2

897 083

1
897 083

213 591

1
213 591

L

M
L

M

.
.

.
.

α j
j =
∑ = + = ≠

1

2
897 083 213 591 1110 674 1. . .

Ðj__ÚÍe j__ÍeB´¿ Ë fÄ__qBIϕ ϕ11 12 1= = É__¸ÃE ÐB__U É___I j_GA ¾B_Y
:OqÌÃ ÆAÌM Ï¿ eÌq ÉN¯jG j¤Ã ie BÈÃE ÐAjI ′ = ′ =ϕ β ϕ α12 11, fÄÃB¿

(12)

[ ] [ ]′ =








 =



















 =









ϕ

α β
αϕ βϕ ϕ ϕ

α
β

ϕ
α

β21 22 21 22

1 1
 

0

0
 

0

0
      

 
[ ] [ ] { } [ ] [ ] { } [ ] [ ] { }

[ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ]
⇒

′ =








 =











′ ′ =


































ϕ
α

β
ϕ

α
β

ϕ

ϕ ϕ
α

β
ϕ ϕ

α
β

T
T

T T

T T

m m r m

m m

 r    r

   

 

0

0

0

0

0

0

0

0

  

{ } [ ] [ ] { }
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] { }

[ ] [ ][ ]
⇒ ′ =

′

′ ′
=































γ
ϕ

ϕ ϕ

α
β

ϕ

α
β

ϕ ϕ
α

β

T

T T

T

T

m

m

m
 r

 

  r

 m  

0

0

0

0

0

0

 (15)

É_ñIAi ,eÌ_q Lj_y α
β
0

0

1









−
oÍjMB¿ ie jn· Xj� Ë PiÌu jGA

:f¿E fÇAÌa Ome ÉI (16)

{ } [ ] [ ] { }
[ ] [ ] [ ]

′ =
′











⇒ ′ = ′ =γ
ϕ

ϕ ϕ
α

β

γ
α

γ γ
β

γ
T

T

m

m

¥

 r

  
0

0

1 2

1 1
1 2       (16)

ÐB_Ç É_ÍAie Ï_¿B� Ë α β= = 1 j_GA B__ÈÄM Ë jGA É· eejG Ï¿ É¤YÝ¿
LBN_q O� ÏqjI ÐBÈÃBÀNaBm O»BY �¨Í ,fÄqBI ¹Í jIAjI { }r iAejI

¹Í BI jIAjI iÌ·h¿ ©UAj¿ ie Êfq ÉÖAiA γ j
j

n

=
∑

1

iAf´¿ ÊBÚÃE ,�¿k Ï´¯A

.fÃiAfÃ Ï¼· ÉJÄU B�Ì¿j¯ ÅÍA ,½Î»e �ÀÇ ÉI ;fq fÇAÌa

O__éÎÀ· É__· O__mA Å__ÍA O___qAe É_UÌM ÆE É_I f_ÍBI É_· Ï_ÀÈ¿ ÕÉ_N¸Ã
É_°»ÕÌ_¿ ¹_Í É__· �»BY ÐAjI BÈÄM ,(11) ÕÉñIAi ¡mÌM Êfq ±Íj¨M MT

O_mA �__ÈI ©³AË ie .fqBI Ï¿ jJN¨¿ eÌqÏ¿ ÉN¯jG j¤Ã ie�¿k O·jY
ÏÃÌN__m ÐBÇiAej__I PiÌ__u É__I {r} oÍj__MB¿ �¯j__G j___¤Ã ie B_I É_·
kA Ï_¸Í É_I ¢ÌIj_¿ ¹__Í jÇ É· { }{ } { } { }[ ]r r r rk1 2 6... ... �¨Í{ }γ k

ÆE j__IAjI ie jQÕÌ¿ Ï¼· ÂjU fÄqBI Ï¿ �¿k O·jY ÕÉÃBG sq ÐBÇ É°»ÕÌ¿
:eÌq ±Íj¨M (17) ÕÉñIAi PiÌu ÉI É°»ÕÌ¿

 { } [ ]{ }M r m rek k
T

k= (17)
(18) ÕÉ__ñIAi PiÌ_u É_I lÎ_Ã Ï¿j_U O·iB_r¿ K_ÍAjy ,pB_mAÅ_ÍA j_I

:eejGÏ¿ ÉJmB�

γ jk
jk j

ek

L M

M
=

2 /
                                                                  (18)

ÂA j f_¿ ie �_¿k O·j_Y ÂA k É__°»ÕÌ¿ �QùBM KÍjy Ljk ,ÉñIAi ÅÍA ie
j_IAjI ie ÊkB_m ÂA j f_¿ Ï¿j_U O·iB_r¿ K_Íjy γ jk Ë ÊkB__m tB¨MiA

(13)

(14)
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.fqBI Ï¿ �¿k O·jY ÂA k É°»ÕÌ¿ kA ÏqBÃ ¹Íj�

Ð�G ÉVÎNÃ -Ð�G ÉVÎNÃ -55

©UAj¿ ie Êfq ±Íj¨M ¡IAËi kA Êf¿E Ome ÉI Ðef§ WÍBNÃ ÉnÍB´¿ BI
:O¯jG ÉVÎNÃ ÆAÌM Ï¿ iÌ·h¿

©UAj_¿ ie Êf_q É_ÖAiA ±_ÍiB¨M B_I "Ðf__¿ O·jq KÍAjy" PiBJ§ -
;OnÎÃ ÏZÎZu Ë ©¿BU PiBJ§ [8] ©Uj¿ lVI iÌ·h¿

B_Í (11) ÕÉ_ñIAi kA Af_NIA ÆAÌ_M Ï_¿ PBJmB� OZu ¾�Ä· ÐAjI -
ªÌ_À� kA �_¨¿BU ÆE ÂÌ__È°¿ ÉNJ»A É· ,Ai ÊkBm Ï¼· ÂjU (17)
ÕÉñIAi kA ÊeB°NmA BI o[m Ë eiËE Ome ÉI ,fqBIÏ¿ ÊkBm ÐBÈ¿jU
B__ÈÃE ªÌÀ� Ë ÉJmB� Ai "Ï¿jU O·jq KÍAjy" (18) BÍ (7)

;eÌ� ¾�Ä· Ai
PB¸Íj__� j__IAjI ie B___Ç ÊkB_m Ïña�_« c_mBÒ É_· ÐeiAÌ_¿ ie -
ÂBG ÉI ÂBG PiÌu ÉI Ðf¿ tËi kA ÊeB°NmA BI É»l»k ÐA É°»ÕÌ¿ fÄC
j_Ç ie f_ÃAÌMÏ_¿ B__Ç M j jÍeB´¿ ÆÌC ,eejGÏ¿ ÉJmB� ÏÃB¿k
(18) Ë (17) ¡__IAËi kA ÊeB°NmA fÄ· �Î¬M ½J³ ÂBG ÉI OJnÃ ÂBG
fÄ¿eÌ_m iBÎ_nI c_mBÒ PBJ_mB� O__Zu ¾�Ä· ÐAjI ÂBG jÇ ie

.eÌI fÇAÌa

©UAj¿ -©UAj¿ -66

,Á_rq ÑB__C ,AfbÇe :ÆAjÈM ,"É»l»k ÏmfÄÈ¿" .É»_»A OVY ,�eB§ -1
.1375

2-Clough, R.W., Penzien, J., “Dynamics of Structures”, 2nd
Edition, Mc GrawHill, 1993.

3-Gaylord, E. H. and Gaylord, C. N., Structural Engineering
Handbook, 3rd Ed., Mc Graw Hill, 1990.

4-Paz, M., International Handbook of Earthquake Engineering,
Chapman and Hall, 1994.

B_yi É_�jM ,¾ËA f__¼U ,"É»l»k jIAjI ie BÇ ÊkBm `j�" .eAkj¯ ,ÁÎ¨Ã -5
.1374 ,ÆÝÎG ÊBÚrÃAe PAiBrNÃA ,ÏÍAjm ¹qËA

6-Amini, Ali., “Investigation of Response to Earthquake
Excitation: A Statistical Basis for Spectrum Superposition”,
USC Report No. CE 83-02, Los Angeles, California, 1983.

K_ÍAjy j_I ÐA É_¨»Bñ¿" .kj_JÍj¯ ,ÆB__´ÍAË ÏIÌ´¨Í ;eÌÀ� ,�ÎnY -7
ÊBÚ__rÇË#Ò É¿BÄ__rÇË#Ò ,"ÏÃBÀNaB__m ÐB__Ç ÊkB___m ie É_»l»k �_QùBM
.1377 ÆBNn¿k ,4 ÕÊiB�,É»l»k ÏmfÄÈ¿ ËÏmBÄq É»l»k Ï¼¼�A�I

8-Chopra, A. K., Dynamics of Structures, Printice Hall, 1995.


